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En la ciudad de Cremona, al sur de Italia, un legendario personaje venido del Asia Menor,
despue´s de conocer la agrimensura egipcia, establece una cofrad´ıa de maestros y apren-
dices de lo que entonces se empezo´ a llamar “ta matema´tica”, las cosas que hab´ıa que
aprender. Dentro de ellas, estaban la aritme´tica y la geometr´ıa, cuya traduccio´n direc-
ta es precisamente “agri-mensura”, la astronomı´a y la mu´sica. Podr´ıamos decir que ese
legendario personaje se propuso un primer programa para lo que hoy seguimos llaman-
do “geometr´ıa”: el programa aritmo-geome´trico de Pita´goras, que pretend´ıa estudiar los
nu´meros ﬁgurados, triangulares, cuadrados, rectangulares oblongos, pentagonales, pirami-
dales, cu´bicos y prisma´ticos, ligando as´ı inextricablemente la aritme´tica y la geometr´ıa.
En la ciudad de Alejandr´ıa en el Siglo IV antes de nuestra era, un paciente lector
de manuscritos de las distintas escuelas matema´ticas griegas, la elea´tica, la milesia, la
pitago´rica y la ateniense, se propuso otro programa ambicioso: uniﬁcar todo lo conocido
entonces sobre la geometr´ıa en un tratado que alcanzo´ a 13 libros, algunos de los cuales
comenzaban con deﬁniciones, axiomas o nociones comunes y postulados que permitieran
reconstruir por deduccio´n lo´gica todas las proposiciones aceptadas en su e´poca. Podr´ıamos
llamarlo “el Programa de sistematizacio´n geome´trica de Euclides”.
En el Siglo XVII se dieron dos revoluciones en la geometr´ıa. La primera y ma´s estudia-
da entre nosotros fue la revolucio´n que produjo Descartes con la correspondencia entre
ecuaciones algebraicas y lugares geome´tricos en el plano, con lo que nacio´ la geometr´ıa
anal´ıtica. El propo´sito de realizar este ambicioso objetivo podr´ıa llamarse “el Programa
anal´ıtico de Descartes”.
Por la misma e´poca ocurrio´ tambie´n otra revolucio´n silenciosa, proveniente de la tradicio´n
no escrita de los constructores de catedrales y de los canteros y picapedreros franceses, la
de la geometr´ıa proyectiva de Desargues, con su rico lenguaje bota´nico de a´rboles y ramas,
sombras y puntos en el inﬁnito. Esta propuesta no comprendida en su tiempo se podr´ıa
llamar “el Programa proyectivo de Desargues”. Este programa fue continuado por Pascal
y, ma´s tarde, ya a ﬁnales del Siglo XVIII y comienzos del XIX, por Monge, Gergonne,
Poncelet y Chasles en Francia y por Mo¨bius, Plu¨cker y Jakob Steiner en Alemania.
1Dedicado a la memoria del Dr. Carlo Federici Casa.
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Esos ser´ıan algunos de los primeros programas para lo que se suele llamar “geometr´ıa”.
Pero el ma´s famoso de todos ellos es el llamado “Programa de Erlangen”de Fe´lix Klein.
El “programa de Erlangen”
En 1872, Fe´lix Klein propone como leccio´n inaugural a su primera ca´tedra en la Universi-
dad de Erlangen la conferencia: “Vergleichende Betrachtungen u¨ber neuere geometrische
Forschungen”(“Observaciones comparativas sobre nuevas investigaciones geome´tricas”),
ma´s conocida como “el Programa de Erlangen”.
En e´l utiliza la conceptualizacio´n de lo grupos que con Sophus Lie hab´ıa aprendido re-
cientemente de Camille Jordan en Par´ıs, y as´ı logra elaborar una escala de geometr´ıas que
van desde la topolog´ıa, como geometr´ıa correspondiente al grupo de las transformaciones
continuas, a la proyectiva, la af´ın y la euclidiana, con subgrupos cada vez ma´s limita-
dos, como el de las proyectividades y el de las aﬁnidades, hasta llegar al grupo de las
homotecias y al de las transformaciones r´ıgidas.
Pensando en los nombres asociados con estos programas, es ciertamente atrevido e in-
modesto para cualquier matema´tico proponer un posible programa futuro para lo que
se ha llamado “geometr´ıa”. Mucho ma´s lo es para quien ni por sus publicaciones ni por
su investigacio´n ha sobresalido en esta a´rea y no tiene por lo tanto ninguna autoridad
acade´mica para proponerlo.
Veremos, sin embargo, que as´ı como podemos hablar del programa de Pita´goras, del de
Euclides, del de Desargues y del de Klein o Programa de Erlangen, tambie´n podemos
pensar en que despue´s de 130 an˜os vale la pena revisar e´ste y otros programas, para son˜ar
en el futuro de lo que ahora llamamos “geometr´ıa”.
Hemos visto ya algunos programas de la geometr´ıa antigua y otros del Siglo XVII. En el
Siglo XVIII podr´ıamos hablar del programa de reduccio´n del quinto axioma de Euclides
por Lagrange y por Saccheri. Pero saltemos directamente al Siglo XIX, que se abre con el
Pr´ıncipe de los Matema´ticos, Karl Friedrich Gauss.
El siglo XIX
Gauss y la geometr´ıa diferencial
Fueron los trabajos de Gauss sobre la geometr´ıa de las superﬁcies los que produjeron la
gran revolucio´n geome´trica de comienzos del Siglo XIX. Las curvaturas de las superﬁcies
no depend´ıan ya de su inmersio´n en el espacio tridimensional ambiente, sino de medi-
ciones de longitudes de caminos por operaciones diferenciales intr´ınsecas a la superﬁcie
misma. La geometr´ıa diferencial nacio´ en 1827, de una vez tan hermosa como la Venus
de Botticelli, con el trabajo de Gauss sobre teor´ıa general de las superﬁcies (“Allgemeine
Fla¨chentheorie“).
Las geometr´ıas de Lobatchevsky-Bolyai-Gauss
Con el fracaso de Lagrange para demostrar el quinto postulado de Euclides a partir de los
otros cuatro y las nociones comunes, con el fallido trabajo de Saccheri que creyo´ haberlo
logrado, y con las consideraciones de Lambert, la geometr´ıa estaba lista para que el genio
2
Cronotop´ıa: Un “Programa de Bogota´”. . .
de Gauss, la visio´n de Lobatchevsky y el paciente trabajo de Bolyai produjeran hacia el
an˜o 1820, independientemente y casi simulta´neamente, una geometr´ıa en la que no so´lo
existiera una paralela a una recta dada por cada punto exterior a ella, sino que todas las
rectas pertenecientes a un haz de rectas que pasaran por un punto exterior a otra recta
dejaran de cortarla.
Hamilton
En esa misma e´poca, el escoce´s William Rowan Hamilton reformulo´ la meca´nica cla´sica
de Newton, D´Alembert y Lagrange considerando los momentos como tres nuevas dimen-
siones, adema´s de las tres coordenadas usuales, creando nuevos espacios, hoy llamados
espacios de fase, y nuevas maneras de trabajar sobre ellos. En 1843 invento´ los cuater-
nios, el primer cuerpo no conmutativo, anticipa´ndose a las necesidades del pensamiento
espacio-temporal de la relatividad einsteiniana.
Grassmann
Por el mismo tiempo, en 1844, Hermann Grassmann invento´ una manera de codiﬁcar
el espacio por medio de su teor´ıa generalizada de la extensio´n, la “Ausdehnungslehre”,
demasiado avanzada para su tiempo. El suen˜o de Leibnitz de un lenguaje simbo´lico con-
ﬁgurado por caracteres semejantes a los caracteres chinos, llamado por e´l “Characteristica
Universalis”, tuvo un primer intento de realizacio´n en la mencionada teor´ıa de la extensio´n
o “Ausdehnungslehre”de Grassmann.
Vectores, tensores, matrices y determinantes
Una simpliﬁcacio´n de esa teor´ıa dio lugar a los espacios vectoriales de Gibbs, y otra menos
simpliﬁcada a las a´lgebras de Cliﬀord.
Frobenius, Sylvester y Cayley desarrollaron la teor´ıa de matrices y determinantes, hoy
sistematizada como a´lgebra lineal.
En Italia, Ricci y Levi-Civita crearon los tensores y la manera de tratar los espacios de
cualquier dimensio´n ﬁnita en cualquier sistema de coordenadas. Esa era la herramienta que
Einstein necesitaba para desarrollar su teor´ıa de la relatividad, y fue a Italia a aprenderla
con ellos.
El programa de Riemann
Bernhard Riemann escribio´ para su habilitacio´n en Go¨ttingen tres conferencias, de las
cuales Gauss escogio´ para presentacio´n pu´blica la que versaba sobre geomet´ıa. As´ı leyo´ Rie-
mann en 1854 su conferencia: “Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen”: “Sobre las hipo´tesis que subyacen a la geometr´ıa”.
Esta conferencia podr´ıa llamarse “el Programa de Riemann”. En e´l, Riemann extiende
a cualquier espacio la nocio´n de me´trica de Gauss para las superﬁcies y deﬁne lo que
hoy se llaman geode´sicas y el tensor de curvatura, con lo que provee las herramientas
necesarias para la geometr´ıa diferencial generalizada y la futura teor´ıa de la relatividad.
En la segunda parte de la conferencia reﬂexiona sobre las relaciones entre geometr´ıa y
realidad; releye´ndola retrospectivamente parece que estaba ya vislumbrando la teor´ıa de
la relatividad que vendr´ıa 60 an˜os ma´s tarde.
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Los modelos de Beltrami, Riemann, Klein y Poincare´
No se suele reﬂexionar sobre el hecho de que las geometr´ıas no euclidianas de comienzos
del Siglo XIX apenas sobrevivieron durante unos cuarenta an˜os como meras curiosidades
teo´ricas, pues -adema´s de la resistencia generalizada a aceptarlas, que se extendio´ aun al
Siglo XX a Colombia con la prohibicio´n de Garavito de que se ensen˜aran geometr´ıas no
euclidianas en la Universidad Nacional- no exist´ıan modelos para ellas.
En 1860 Beltrami propuso el primer modelo de la geometr´ıa de Lobatchevsky, Bolyai
y Gauss: se trata de la trompeta generada como superﬁcie de revolucio´n a partir de la
tractriz, con ciertas curvas de longitud minimal o geode´sicas como rectas de esa geometr´ıa.
Riemann propodr´ıa luego la geometr´ıa de las circunferencias maximales de la esfera (mal
llamadas “c´ırculos ma´ximos”) como un modelo de otra geometr´ıa, llamada despue´s “el´ıpti-
ca”, en la que no hab´ıa paralelas ni tampoco ﬁguras semejantes no congruentes, pero
s´ı ﬁguras sorprendentes como tria´ngulos equila´teros con un a´ngulo recto en cada ve´rtice.
Poco despue´s, Klein y Poincare´ propusieron sus modelos de disco para las geometr´ıas
llamadas “hiperbo´licas”: el disco de Klein con cuerdas como rectas y el de Poincare´ con
ciertos arcos de circunferencia como rectas. Poincare´ invento´ otro modelo de un semiplano
con semic´ırculos como rectas, que puede obtenerse del disco de Poincare´ por proyeccio´n
estereogra´ﬁca.
Con un poco de imaginacio´n tridimensional es posible captar tambie´n la equivalencia
proyectiva de los discos de Klein y Poincare´, as´ı como los modelos de c´ırculos y de conos,
y hasta me he atrevido a proponer un modelo de la geometr´ıa hiperbo´lica que se extiende
a todo el plano y cuyas rectas son -signiﬁcativamente y no por azar- arcos de hipe´rbolas
equila´teras apropiadamente escogidas.
La topolog´ıa combinatoria
La extran˜a invariancia de la suma del nu´mero de las caras y de los ve´rtices menos el nu´mero
de aristas de los poliedros, notada por Descartes y Euler y que hoy llamamos caracter´ıstica
de Euler-Poincare´, llevo´ a la bu´squeda de otros invariantes, como los nu´meros de Betti, a
las triangulaciones de las superﬁcies, a las piramidaciones de los poliedros y a los modelos
simpliciales de las regiones del espacio, inclu´ıdas ﬁguras tan extran˜as como la cinta de
Mo¨bius y la botella de Klein.
Esta topolog´ıa combinatoria se convertir´ıa con los trabajos de Poincare´ y Brouwer, y con
la sistematizacio´n de la homotop´ıa, la homolog´ıa y la cohomolog´ıa hacia 1930 por Spanier,
Alexander, Eilenberg y MacLane, en la topolog´ıa algebraica actual.
El programa de Erlangen
Esta misma e´poca de los an˜os 1870 dio lugar a las coincidencias entre Klein, Lie y Poincare´,
a su aprendizaje de la teor´ıa de grupos y al ma´s famoso programa para lo que se suele
llamar “geometr´ıa“, el Programa de Erlangen que se trato´ brevemente en la introduccio´n.
La relacio´n de los grupos con la geometr´ıa se extender´ıa pronto a otros tipos de rela-
ciones, como los grupos de Lie o los grupos de homotop´ıa, de homolog´ıa y cohomolog´ıa
mencionados arriba. Otras relaciones ma´s profundas vendr´ıan despue´s.
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Los grupos de Lie
Sophus Lie estaba dudando entre continuar estudiando matema´ticas, o astronomı´a, o
biolog´ıa, y en 1867 se le ocurrio´ una idea extran˜a que ligaba l´ıneas con esferas y cruces de
l´ıneas con puntos de contacto entre esferas mutuamente tangentes. Nadie le entendio´ su
idea, pero esa ocurrencia lo decidio´ a dedicarse del todo a las matema´ticas. Estando en
Par´ıs con Klein, se le ocurrio´ la idea de las transformaciones de contacto o inﬁnitesimales,
que se agrupaban en lo que despue´s se llamaron “a´lgebras de Lie”, y aprendio´ de Camille
Jordan la teor´ıa de grupos. Empezo´ a desarrollar la teor´ıa de lo que e´l llamaba “grupos de
transformaciones continuas”en 1873 y 1874, a los que despue´s Killing y Cartan llamaron
“grupos de Lie”, en los cuales la estructura algebraica y la geome´trica se articulan en
maneras inesperadas que permitieron clasiﬁcar completamente todos los posibles grupos
de Lie en todas las dimensiones.
La geometr´ıa algebraica
Hacia 1880, un nutrido grupo de matema´ticos italianos empezo´ a trabajar en el ana´lisis
de sistemas de ecuaciones polino´micas y las variedades formadas por sus ceros, y ligo´ el
a´lgebra con la geometr´ıa en una manera muy original e intuitiva. Enriques, Albanese, los
Segre, Castelnuovo, Fano, Veronese, Severi, Cremona, Zappa, y muchos otros. produjeron
un diluvio de resultados dispersos en lo que podr´ıamos llamar “el Programa intuitivo de
la geometr´ıa algebraica”.
Con el desarrollo de la llamada “a´lgebra conmutativa”y de los espacios proyectivos se
pudo despue´s sistematizar los resultados de la escuela italiana por parte de Zariski y sus
disc´ıpulos. Toda la teor´ıa fue reformulada luego en te´rminos de haces y esquemas por
Serre y Grothendieck hasta hacerla ininteligible para los aﬁcionados a las matema´ticas,
pero sumamente productiva, tanto en la teor´ıa de curvas el´ıpticas, que dio lugar a la
moderna criptograf´ıa, como en el programa geome´trico de Robert Langlands a ﬁnales de
la de´cada de 1960, que dio lugar, entre otras exploraciones, a que Andew Wiles encontrara
el tortuoso camino que le permitio´ demostrara la conjetura de Fermat.
La geometr´ıa de Hilbert
Conocedor de las cr´ıticas a Euclides desde Proclo y Clavius hasta Lagrange, de los trabajos
de Lambert y de las geometr´ıas no euclidianas, David Hilbert emprende a ﬁnales del Siglo
XIX la tarea de reconstruir la geometr´ıa euclidiana a partir de axiomas que reparen las
fallas lo´gicas en las demostraciones de los Elementos de Euclides.
Propone la consideracio´n de puntos, rectas y planos como te´rminos primitivos no deﬁnidos
y reduce la geometr´ıa a una serie de relaciones entre estos te´rminos primitivos. A este tra-
bajo cuidadoso podr´ıamos llamarlo “el programa geome´trico de Hilbert”, que culminar´ıa
con los “Fundamentos de la Geometr´ıa”(“Grundlagen der Geometrie”) en 1899.
El trabajo de Hilbert es admirable. Pero es claro que Hilbert ten´ıa que mirar, al menos
por el rabillo del ojo, su modelo analo´gico interno del espacio tridimensional para poder
seleccionar sus axiomas ya digitalizados para la teor´ıa. Pie´nsese por ejemplo en la siguiente
sucesio´n de axiomas:
Axioma D1: Dado un punto, existe otro punto no coincidente con el primero.
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Axioma D2: Dados dos puntos no coincidentes, existe otro punto no colineal con los dos
anteriores.
Axioma D3: Dados tres puntos no colineales, existe otro punto no coplanar con los tres
anteriores.
Axioma D4: Dados cuatro puntos no coplanares, existe otro punto no coespacial con los
cuatro anteriores.
¿Por que´ nos parecen obvios los tres primeros y rechazamos el cuarto? Por algo Hilbert
escoge los equivalentes a los axiomas D1, D2 y D3 para el espacio euclidiano.
Pero tambie´n podemos ejercitar la lo´gica sobre los axiomas digitalizados y as´ı podemos
pasar a la cuarta dimensio´n, ya sin ayuda de nuestra intuicio´n espacial, pero s´ı con la ayuda
del pensamiento temporoespacial, y luego a la quinta, etc., hasta llegar a los espacios de
Hilbert, que cumplen una sucesio´n inﬁnita de axiomas Dn, uno para cada entero positivo
n.
El programa formalista de Hilbert
Hilbert cayo´ en la cuenta de que, as´ı como e´l mismo pudo formalizar la geometr´ıa con
te´rminos primitivos y relaciones deﬁnidas so´lo por axiomas, si se elige cuidadosamente
la notacio´n, todas las matema´ticas se pueden escribir con s´ımbolos discretos con una
sintaxis precisa. As´ı, segu´n pensaba e´l, la consistencia, la independencia y la completitud
de los sistema matema´ticos formalizados podr´ıan decidirse por el examen cuidadoso de
las fo´rmulas, independientemente de su contenido conceptual.
Ese es el programa formalista de Hilbert, ya no so´lo para la geometr´ıa sino para cualquier
sistema matema´tico formal. Ese programa so´lo colapsar´ıa 30 an˜os ma´s tarde con el teorema
de incompletitud de Go¨del.
El programa logicista de Russell
Con base en los estudios lo´gicos y en las notaciones de Frege y Peano, Russell propuso
reducir las matema´ticas a unos pocos axiomas lo´gicos, semejantes a los cinco axiomas
de Euclides, de los cuales se generar´ıan los conjuntos como satisfactores de funciones
proposicionales y los nu´meros naturales como clases de equivalencia de conjuntos. Los
nu´meros enteros pueden deﬁnirse como clases de equivalencia de parejas ordenadas de
naturales y los racionales como clases de parejas ordenadas de enteros; los reales surgen
de las cortaduras de Dedekind, que son parejas ordenadas de conjuntos ordenados de
racionales, y los complejos pueden deﬁnirse tambie´n como parejas ordenadas de reales.
Ese programa, que podr´ıa llamarse “el programa de logicizacio´n y aritmetizacio´n de las
matema´ticas”, esbozado en “Los Principios de las Matema´ticas”en 1900, se llevo´ a cabo
en los 17 an˜os siguientes por Russell y Whitehead, en ese libro monumental llamado
“Principia Mathematica”, que segu´n algunos ha sido le´ıdo en su totalidad por so´lo tres
personas: Russell, Whitehead y su corrector de pruebas.
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El Siglo XX
La analitizacio´n de la geometr´ıa despue´s de Russell
Una vez reducidos los reales a construcciones lo´gicas sobre los nu´meros naturales y e´stos
a construcciones lo´gicas sobre funciones proposicionales, Russell reduce los espacios a
conjuntos de parejas, triplas y, en general, de sucesiones ﬁnitas de nu´meros reales. As´ı,
por medio de la geometr´ıa anal´ıtica de Descartes y Euler, reduce la geometr´ıa del espacio a
relaciones entre esas sucesiones ﬁnitas, quedando as´ı convertida la geometr´ıa de cualquier
espacio en el ana´lisis real en la dimensio´n respectiva.
La logicizacio´n de la geometr´ıa despue´s de Hilbert
El e´xito de los grupos de axiomas de Hilbert en capturar las intuiciones del espacio
euclidiano sin deﬁnir punto, recta ni plano llevo´ a otros geo´metras muchoma´s alla´ de lo que
Hilbert pensaba sobre las relaciones primitivas y el modelo impl´ıcito del espacio euclidiano
usual, hasta despojar tambie´n esas relaciones de todo contenido intuitivo y conceptual.
Esto llevo´ a abandonar los modelos, para quedarse u´nicamente con las demostraciones
formales lo´gicamente va´lidas a partir de los axiomas. Con eso se abandono´ la geometr´ıa
de los 27 siglos anteriores (si los contamos so´lo desde Tales), y se redujo la investigacio´n
geome´trica a un trabajo lo´gico de tipo hipote´tico-deductivo sobre teor´ıas formalizadas y
axiomatizadas.
La teor´ıa de la relatividad de Einstein
La utilizacio´n de mu´ltiples herramientas de la geometr´ıa de Riemann, de las transfor-
maciones, de las matrices y determinantes, de los vectores y tensores permitio´ a Einstein
concretar en s´ımbolos sus ideas revolucionarias sobre la conjuncio´n del espacio y el tiempo
en una variedad cuadridimensional. Minkowski y Reichenbach propusieron el tratamiento
del espacio-tiempo con el tiempo como variable en una dimensio´n imaginaria ortogonal a
las tres dimensiones del espacio. Yo preﬁero utilizar los cuaternios como la mejor manera
de tratar el espacio-tiempo, dejando el tiempo como variable real y las tres dimensiones
del espacio como tres dimensiones imaginarias ortogonales entre s´ı y con la del tiempo. No
deja de ser atractiva la asociacio´n de ideas que despierte la consideracio´n del tiempo como
la dimensio´n real de los procesos, mientras que las tres dimensiones del espacio estar´ıan
ma´s relacionadas con nuestra imaginacio´n.
De la teor´ıa de la relatividad surgieron nuevas geometr´ıas, riemannianas y pseudo-
riemannianas, reales y complejas, el´ıpticas e hiperbo´licas. Pero ello signiﬁco´ que el nombre
mismo “geometr´ıa”se quedara ya corto para el tratamiento de esas nuevas construcciones
mentales.
Los que preﬁeren las ra´ıces griegas a las latinas han propuesto para el espacio-tiempo
la palabra “cronotopo”, para resaltar con las ra´ıces griegas “chronos”y “topos”unidas
entre s´ı la fusio´n del tiempo y el espacio en una nueva construccio´n mental. As´ı como la
etimolog´ıa de la palabra “geometr´ıa”reﬁere al tratado de las mediciones de la Tierra (o de
las tierras), o sea a la agrimensura, la cronotop´ıa ser´ıa el tratado de los aspectos lo´gicos
y me´tricos del cronotopo y sus extensiones.
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La topolog´ıa conjuntista despue´s de Fre´chet, Hausdorﬀ y la
escuela Polaca
El e´xito de la teor´ıa de conjuntos de Cantor llevo´ a reducir los espacios, regiones y l´ıneas
a conjuntos de puntos, y como ya los puntos hab´ıan perdido su contenido intuitivo, Riezs,
Hausdorﬀ, Fre´chet y los polacos pudieron extender los espacios concretos a espacios abs-
tractos cuyos puntos pueden ser funciones, operadores, vectores, matrices, conjuntos u
otros tipos de construcciones matema´ticas.
Nace as´ı la topolog´ıa de punto-conjunto o topolog´ıa conjuntista. La nocio´n de vecindad y la
de topolog´ıa como conjunto de vecindades abiertas, as´ı como los intentos de recobrar algo
de la me´trica de estos espacios de puntos y vecindades, llevaron tambie´n a abandonar la
geometr´ıa por la topolog´ıa, en un programa de investigacio´n que culmino´ con los teoremas
de metrizabilidad de un espacio topolo´gico demostrados por Tychonoﬀ, Urysohn, Nagata
y Smirnov.
Para nuestros propo´sitos, el programa de metrizacio´n de los espacios abstractos muestra
claramente la separacio´n entre los aspectos lo´gicos de lo que quedaba de la geometr´ıa y
los aspectos me´tricos de la misma, sobre los que volveremos luego.
Bourbaki y la algebrizacio´n de la geometr´ıa
El programa estructuralista del grupo Bourbaki tambie´n se propuso reducir todas las
matema´ticas existentes a unas pocas nociones de lo´gica y de conjuntos, con el montaje
de las estructuras como sucesiones ﬁnitas de construcciones conjuntistas, interpretando
las fo´rmulas bien formadas de la lo´gica por medio de elementos constantes o variables,
relaciones y funciones de esas estructuras.
En esta grandiosa arquitectura de las matema´ticas, la geometr´ıa de las ﬁguras deber´ıa
desaparecer, para dar paso a fo´rmulas del a´lgebra lineal, de la geometr´ıa anal´ıtica, de la
geometr´ıa diferencial o de la geometr´ıa algebraica. Dieudonne´ decreta la muerte a Euclides
y declara la geometr´ıa sinte´tica del plano y del espacio como caduca y este´ril. Cumple
su promesa de escribir un libro completo de geometr´ıa sin un solo dibujo o diagrama y
declara las interpretaciones intuitivas espaciales no so´lo como inu´tiles sino como obsta´culos
a la u´nica matema´tica bourbakista. La geometr´ıa desaparece as´ı gradualmente de las
universidades y luego de los colegios.
La teor´ıa de modelos
Desde la de´cada de 1940 se le ocurrio´ a Anatolii Mal´tsev en Rusia, a Alfred Tarski
en los Estados Unidos y a Abraham Robinson en Inglaterra que los metateoremas de
la lo´gica cla´sica pod´ıan utilizarse para demostrar teoremas matema´ticos. En 1950, en el
Congreso Internacional de Matema´ticos en Cambridge, Massachusetts, Tarski y Robinson
presentaron esta nueva disciplina, que no ten´ıa todav´ıa nombre. Tarski la llamo´ “teor´ıa
de modelos”en 1954. Robinson concluyo´ que esta disciplina era apenas el cumplimiento
de una ambicio´n expresada por Leibnitz en una carta a Huygens en el an˜o 1679.
Pocos an˜os ma´s tarde, en 1960, el mismo Robinson utilizo´ los teoremas de compacidad
de la teor´ıa de modelos para fundamentar el regreso de los inﬁnitesimales como el ideal
centrado en el cero de los nu´meros hiperreales.
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Se ﬁjo´ el tratamiento de las teor´ıas como conjuntos de fo´rmulas y el de los modelos como
sistemas o estructuras formadas por uno o ma´s universos y sucesiones ﬁnitas de operadores
y predicados con ariedades ﬁjas. Por medio de interpretaciones de los te´rminos, operadores
y predicados y de la ﬁjacio´n de los a´mbitos de los cuantiﬁcadores, se pod´ıan distinguir
las teor´ıas que eran verdaderas para un modelo, y los modelos que satisfac´ıan una teor´ıa
determinada. Este es uno de los temas claves para un futuro programa de aquello que
solemos llamar “geometr´ıa”.
La geometr´ıa de las transformaciones
Marshall Stone aprovecho´ los estudios de los grupos de reﬂexiones para redeﬁnir las trasla-
ciones y rotaciones por medio de reﬂexiones y uniﬁcar las transformaciones r´ıgidas del
plano a partir de composiciones de reﬂexiones. Se empezo´ a redeﬁnir las propiedades
de las ﬁguras por medio de transformaciones, y se recupero´ en reversa el Programa de
Erlangen por medio de esta geometr´ıa del movimiento, rescatando los juegos de trans-
formaciones que hab´ıan estado reprimidos en la geometr´ıa cla´sica desde el triunfo de las
ideas esta´ticas e inmutables de Parme´nides y Plato´n sobre las intuiciones dina´micas de
Hera´clito.
Estos desarrollos ma´s dina´micos que esta´ticos prepararon el terreno para la revolucio´n de
la computacio´n electro´nica.
Las gra´ﬁcas computacionales y el regreso de la visualizacio´n
En los an˜os sesenta se empezaron a dibujar gra´ﬁcas en computador, con las distintas ver-
siones del lenguaje FORTRAN, utilizando impresoras que por medio de guiones, cruces
y asteriscos dibujaban ciertos agregados de manchas, que, mira´ndolos de lejos, parec´ıan
rectas y curvas. Con la aparicio´n de las pantallas, los ratones y las impresoras ra´pidas
y a color se desarrollo´ exponencialmente el poder gra´ﬁco de los computadores hasta lle-
gar a los actuales programas tipo CAD, como el Corel-Draw 3-D y otros programas que
han proporcionado un nuevo medio de expresio´n a los artistas y permiten simulaciones
pseudotridimensionales, produccio´n automatizada CAD-CAM y disen˜o arquitecto´nico in-
teractivo.
Los programas de geometr´ıa dina´mica, como el “LOGO”de Seymour Papert en el MIT,
el “Geometric Supposer”de Judah Schwartz y Michal Yerushalmi en Harvard, el “Geome-
ters´Sketchpad”en los Estados Unidos y el “Cabri Geome`tre”en Francia, devolvieron a
los estudiantes el poder de dibujar, diagramar, construir, medir y arrastrar ﬁguras en el
plano para hacer conjeturas y analizar propiedades de las ﬁguras.
Las gra´ﬁcas computacionales permitieron a Mandelbrot rescatar esote´ricos resultados de
Gaston Julia sobre iteraciones de funciones, y logro´ fascinar al mundo con los dibujos de
fractales. Se rompio´ la nocio´n misma de dimensio´n geome´trica para dar lugar a las dimen-
siones fractales, y la teor´ıa de sistemas dina´micos cambio´ radicalmente con esos estudios,
hasta el punto de que la palabra “fractal”y la teor´ıa del caos se convirtieron en banderas
de la posmodernidad, enarboladas por algunos posmodernos tanto ma´s atrevidamente
cuanto menos saben que´ signiﬁcan esas palabras en matema´ticas.
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Los programas de ca´lculo simbo´lico y el ﬁn del a´lgebra como
disciplina matema´tica conceptual
Las reglas del ca´lculo simbo´lico de la llamada “a´lgebra de bachillerato”y del ca´lculo dife-
rencial e integral se pudieron programar en computadores suﬁcientemente potentes para
que las transformaciones y simpliﬁcaciones pudieran hacerse meca´nicamente. El “Derive”,
el “Theorist”y luego “Mathematica”han permitido hacer toda clase de ejercicios simbo´li-
cos, mostrando as´ı que los estudiantes que considera´bamos ma´s inteligentes, que eran
aquellos a quienes les iba bien en a´lgebra, geometr´ıa anal´ıtica y ca´lculo, no llegaban ni
siquiera al nivel de estupidez de una computadora razonablemente potente. Esta dura
realidad escapa todav´ıa a la conciencia de los profesores de a´lgebra, geometr´ıa anal´ıtica
y ca´lculo, pues aceptarla desvalorizar´ıa las habilidades simbo´licas que con tanto esfuerzo
y tiempo aprendieron y les obligar´ıa a buscar la inteligencia lo´gico-matema´tica en otros
a´mbitos, que ser´ıan, en el programa que propongo, los de la exploracio´n temporoespacial.
El a´lgebra geome´trica y el a´lgebra espacio-temporal de David
Este´nse
Por los an˜os 1870, como lo vimos arriba, surgieron los cuaternios de Hamilton, la “Aus-
dehnungslehre”de Grassmann, las a´lgebras de Cliﬀord, los vectores de Gibbs, los tensores
de Ricci, las matrices y los determinantes. El suen˜o de Leibnitz y el proyecto de Grass-
mann revivieron en la tesis doctoral de David Hestenes en la Universidad de California
en Los Angles (UCLA) en 1963. En 1966 publico´ una versio´n de su “Algebra Espacio-
temporal”, y despue´s de mu´ltiples tropiezos y correcciones, publico´ con Garret Sobczyk
en 1984 el libro “De las a´lgebras de Cliﬀord al Ca´lculo Geome´trico”, reeditado en 1992
en Kluwer, ahora Springer-Verlag. Con este tipo de simbolismo es posible reformular la
meca´nica anal´ıtica cla´sica, la meca´nica cua´ntica y la teor´ıa de la relatividad, incorporando
los vectores, los tensores, los cuaternios, las a´lgebras de Cliﬀord, la notacio´n absoluta para
las formas diferenciales de Cartan y el ca´lculo de spin de Dirac.
Resalto simplemente los nombres: a´lgebra espacio-temporal, ca´lculo geome´trico, geometr´ıa
espacio-temporal. Parece que las palabras “geometr´ıa”y “geome´trico”le quedan ya es-
trechas a la nueva criatura.
La sinton´ıa con el cuerpo de Papert y la corporalizacio´n de Lakoﬀ
y Nu´n˜ez
Ya en 1980, Seymour Papert en su libro “Mindstorms: Computers and powerful ideas”,
propuso la relacio´n directa del cuerpo humano con la matema´ticas y, en particular, con la
geometr´ıa en lo que llamo´ “body-syntonic mathematics”, las matema´ticas sinto´nicas con
el cuerpo.
Esta idea puede remitirse a Piaget, quien, aceptando la idea de Kant de que las categor´ıas
del espacio y el tiempo eran “a priori”para el adulto, nego´ que fueran “a priori”para la
especie y aun para el nin˜o, y trazo´ la ge´nesis del tiempo y del espacio en los nin˜os en dos
libros cla´sicos de 1946 y 1948.
Estas ideas se concretaron en el an˜o 2000 en el libro de George Lakoﬀ y Rafael Nu´n˜ez
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“Where mathematics comes from: How the embodied mind brings mathematics into be-
ing”, (“De do´nde vienen las matema´ticas: co´mo la mente corporalizada hace nacer las
matema´ticas”).
Vuelve a ponerse en discusio´n el problema de los te´rminos primitivos y sus relaciones,
de las transformaciones y de los espacios, a partir de la corporalidad y el movimien-
to. Pie´nsese por ejemplo en la diﬁcultad de deﬁnir “giro”, “rotacio´n”o “dar vueltas”sin
acudir al movimiento del propio cuerpo. Lo mismo puede decirse de “desplazamiento”,
“translacio´n”o “reﬂexio´n”, “trayectoria”, etc.
Se trata de los primitivos fenomenolo´gicos o “p-prims”de DiSessa, quien los desarrollo´ a
trave´s del estudio de las reacciones de los estudiantes a la geometr´ıa del “LOGO”y a las
presentaciones escolares de la f´ısica cla´sica.
Esto lleva a la recuperacio´n de la gestualidad, el movimiento corporal y la internalizacio´n
imaginativa del tiempo, el espacio y el movimiento, para completar la visualizacio´n en
una forma integrada que podr´ıamos llamar visualizacio´n-corporalizacio´n.
El regreso de la intuicio´n temporoespacial
Desde la dida´ctica de la geometr´ıa en las investigaciones en educacio´n matema´tica, que
quer´ıan devolver su lugar a la geometr´ıa en los programas escolares, se empezo´ a ver
la diﬁcultad de estudiar f´ısica, ingenier´ıa y arquitectura en las universidades sin haber
estudiado geometr´ıa en los colegios.
Un programa de matema´ticas que se hab´ıa reducido a la aritme´tica en los grados primero
a se´ptimo; al a´lgebra en octavo y noveno: a la trigonometr´ıa, la geometr´ıa anal´ıtica y el
ca´lculo en de´cimo y unde´cimo, no preparaba para los estudios de tecnolog´ıas, ingenier´ıas,
arquitectura o disen˜o. Ni siquiera para la f´ısica, que se reduc´ıa a lo que un profesor de
de´cimo grado llamo´ “una matema´tica rara”, en la cual se pod´ıan hacer aproximaciones,
cancelaciones e hipo´tesis intolerables para el rigor del matema´tico puro. Era tiempo de
regresar a la intuicio´n espacial y, por que´ no, a la temporal. Mejor todav´ıa, a la intuicio´n
temporoespacial, que con la visualizacio´n y la gestualizacio´n se va integrando ma´s en la
corporalizacio´n de que nos hablan Piaget, Papert, Lakoﬀ y Nu´n˜ez.
Del pensamiento espacial o to´pico al pensamiento
temporoespacial o cronoto´pico
En la renovacio´n curricular del MEN que se inicio´ en 1976, la Universidad Nacional nom-
bro´ como asesor para el a´rea de matema´ticas al Dr. Carlo Federici; dos an˜os despue´s, me
nombro´ a mı´ para remplazarlo en esa asesor´ıa, labor que continue´ hasta 1993. Como mar-
co teo´rico para los programas de la renovacio´n curricular propuse una reconceptualizacio´n
de las matema´ticas escolares desde el punto de vista de los sistemas.
Un sistema matema´tico tiene tres aspectos diferentes: sus universos de componentes o
elementos, sus transformaciones u operaciones y sus relaciones o nexos entre los com-
ponentes. Los llamo el sustrato del sistema, la dina´mica del sistema y la estructura del
sistema.
Como gran meta de las matema´ticas escolares desde preescolar hasta el unde´cimo grado
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nos propusimos en la renovacio´n curricular el dominio de una serie de sistemas matema´ticos:
los sistemas nume´ricos, los geome´tricos, los me´tricos, los anal´ıticos y los de datos, adema´s
de la utilizacio´n como herramientas de otros sistemas como los lo´gicos, los conjuntistas y
los sistemas generales.
En la renovacio´n curricular se distingu´ıa claramente entre los sistemas geome´tricos y los
me´tricos, con el tropiezo continuo con la palabra “geome´trico”, que ya parec´ıa incluir lo
“me´trico”.
En un art´ıculo para la Academia de Ciencias Exactas, F´ısicas y Naturales que escrib´ı en
1991, extend´ı estas ideas a todos los sistemas matema´ticos. En particular, deﬁn´ı un sistema
geome´trico minimal como un sistema con al menos dos universos diferentes y al menos
cuatro relaciones de incidencia, una interna a cada universo y dos que conectaran los
elementos de uno de ellos con los del otro. A pesar del nombre “sistema geome´trico”, era
claro que en ese tipo de sistemas minimales no hab´ıa nada de me´trico.
La Ley General de Educacio´n de 1994 termino´ abruptamente con la renovacio´n curricular
y con la extensio´n de los programas del Decreto 1002 de 1984 a la secundaria. So´lo se
practicaron los programas de primaria en algunas escuelas a donde llegaron los pocos
tomos de programas que se publicaron para cada uno de los cinco grados de la educacio´n
ba´sica primaria.
Segu´n la Ley 115 de 1994, el MEN no pod´ıa ya regular los curr´ıculos por la expedicio´n de
programas obligatorios, sino so´lo por medio la publicacio´n de listados de indicadores de
logro y de documentos de lineamientos generales de cada a´rea. Afortunadamente, el equipo
que elaboro´ los lineamientos para el a´rea de matema´ticas, dirigido por Celia Castiblanco,
avanzo´ mucho ma´s alla´ del dominio de los distintos tipos de sistemas matema´ticos como
propo´sito general del a´rea en la educacio´n ba´sica y media y se propuso una meta mucho
ma´s importante: el desarrollo de distintos tipos de pensamiento matema´tico.
En los Lineamientos se diferencio´ el pensamiento lo´gico del pensamiento matema´tico, a pe-
sar de que Howard Gardner consideraba como una sola la inteligencia lo´gico-matema´tica.
El pensamiento lo´gico puede y debe desarrollarse en todas las a´reas, sobre todo en la de
lenguaje, en la de ciencias naturales y en la de ciencias sociales. Por eso no se puso como
un tipo de pensamiento matema´tico, pues no es propiedad de los matema´ticos.
Segu´n Piaget, ma´s bien el pensamiento matema´tico ser´ıa un cierto tipo de pensamiento
lo´gico, y desde el punto de vista de las teor´ıas y los modelos, una teor´ıa lo´gica se vuelve
matema´tica cuando se le agregan te´rminos, relaciones u operaciones extralo´gicos. Dentro
del pensamiento matema´tico se diferenciaron en los Lineamientos cinco tipos diferentes,
aunque por supuesto relacionados: el nume´rico, el espacial, el me´trico, el variacional y el
aleatorio o estoca´stico. Hoy propondr´ıa que se hablara del pensamiento temporoespacial,
ma´s bien que so´lo del espacial.
Recuerdo que el Dr. Carlo Federici pon´ıa como ejercicio en sus cursos de fundamentos de
matema´ticas encontrar todas las relaciones posibles entre dos eventos en el tiempo. Tene-
mos que acudir a la espacializacio´n de lo temporal para hacerlo, pero es muy informativo
ver cua´ntas relaciones posibles hay entre so´lo dos eventos.
A trave´s de ese ejercicio se ejercita el pensamiento temporal y se distingue ma´s fa´cilmente
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lo que parece una sutileza: el intervalo temporal vac´ıo entre los instantes inicial y ﬁnal de
un evento o proceso y el intervalo lleno o lapso de tiempo que dura ese evento o proceso.
Hay que notar que la palabra “intervalo”ya trae impl´ıcito lo espacial, pues se reﬁere al
valle entre montan˜as: “inter-vallum”; en lo espacial, la palabra “intervalo”tiene tambie´n
la ambigu¨edad de referirse a veces a la distancia entre dos picos de esas montan˜as y a
veces al valle que ocupa esa distancia, o al camino ma´s o menos tortuoso que va de un
pico a otro por el valle. Adema´s de ese problema de la diferencia entre el intervalo lleno y
el vac´ıo, con los ejercicios de pensamiento temporal de Federici se cae en la cuenta de que
la deﬁnicio´n de instante trae el mismo problema que la deﬁnicio´n de punto, y se impone
a la mente la unidimensionalidad del tiempo.
Estos ejercicios de pensamiento temporal hacen claramente diferentes distintos signiﬁcados
de la palabra “tiempo”: el tiempo como estructura general de los procesos; el tiempo como
una magnitud ma´s precisamente llamada “duracio´n”, ya sea considerada como cantidad
de duracio´n sin medirla todav´ıa, o como medida nume´rica de esa magnitud: la duracio´n
de los procesos y eventos; el tiempo como artiﬁcio de ubicacio´n de los instantes, eventos
y procesos a partir de mojones, relojes y nu´meros, y el tiempo como “intervalacio´n”o
para decirlo con otra espacializacio´n impl´ıcita, la “distancia temporal”entre dos de esos
mojones. As´ı se nota que la palabra “ubicacio´n temporal”encierra tambie´n una disonancia,
pues en lat´ın, “ubi”signiﬁca “en do´nde”, espacialmente hablando, no “cua´ndo”. Se deber´ıa
pues hablar de “cuandicacio´n”en vez de “ubicacio´n temporal”.
Despue´s de la teor´ıa de la relatividad no se deber´ıa separar ma´s lo espacial de lo tem-
poral, y habr´ıa que hablar de intervalos temporoespaciales, sin olvidar que un intervalo
temporoespacial lleno congela los movimientos de los cuerpos en el espacio en ciertas es-
pecies de trayectorias, lombrices o gusanos cuadridimensionales que codiﬁcan lo que para
nosotros es un movimiento.
Este pensamiento temporoespacial es incorporado, corporalizado, inscrito en nuestro ser
corporal y en nuestra movilidad, en los sentidos exteroceptivos e interoceptivos, especial-
mente en el aparato coclear, que se ha llamado “el sentido vestibular”, el cual nos indica
la direccio´n vertical con respecto al campo gravitacional local y nos alerta sobre los cam-
bios de velocidad. Es importante notar que el sentido vestibular no indica la ubicacio´n
espacial, ni la velocidad, sino la aceleracio´n.
En un Programa de Bogota´ para el futuro de lo que solemos llamar “geometr´ıa”, el
comienzo del trabajo y el lugar y el tiempo privilegiado para la invencio´n y la reﬂexio´n
matema´tica deber´ıa ser siempre ese mundo corporalizado de la intuicio´n temporoespacial,
lo que completa el cuadro de la visualizacio´n con la gestualidad y la corporalizacio´n. En
esa visualizacio´n-corporalizacio´n se ubica (y se cuandica) el chispazo de la conjetura, el
crisol de ensaye de la conceptualizacio´n, el artiﬁcio gra´ﬁco o gestual para la expresio´n y
la discusio´n entre colegas y la satisfaccio´n este´tica del problema resuelto.
Al quedar tan limitada la palabra “geometr´ıa”, que con su alusio´n a la Tierra y a la
agrimensura deja por fuera lo temporal y limita demasiado lo espacial, es necesario intro-
ducir la palabra “cronotop´ıa”y el adjetivo “cronoto´pico”para sen˜alar, como lo insinuamos
arriba, con la unio´n ra´ıces griegas “chronos”y “topos”los aspectos temporales y espaciales
en su unidad.
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Lo teo´rico y lo mode´lico
Como lo observamos de paso en el recuento histo´rico, la desaparicio´n de los aspectos
temporoespaciales en la geometr´ıa para reducirla a la deduccio´n lo´gica de teoremas a partir
de axiomas que hablan de te´rminos primitivos no interpretados, tanto desde la logicizacio´n
hilbertiana como desde la estruturalizacio´n bourbakista, contribuyo´ a la desaparicio´n de
la geometr´ıa en los colegios y en las universidades.
La teor´ıa de modelos, que ha hecho avanzar la epistemolog´ıa de las ciencias naturales
en el sentido de Lakatos, sobre todo en el llamado “Programa estructuralista o modelo-
teore´tico”de Stegmu¨ller, Baltzer, Sneed y Carlos Ulises Moulines, sirve tambie´n para la
epistemolog´ıa de las matema´ticas y en particular, de lo que se ha llamado “geometr´ıa”.
Separar claramente los modelos, que son construcciones mentales ana´logas, vagas, con su
trasfondo y sus componentes, sus transformaciones y relaciones mentales, de las teor´ıas
que los digitalizan, los formulan en palabras u otros s´ımbolos, es una segunda propuesta
del Programa de Bogota´ para la cronotop´ıa.
Veamos un ejemplo. La geometr´ıa del Origami, que desarrolla Jorge Arce en su tesis
doctoral en la Universidad del Valle, se hizo famosa hace poco con el nombramiento de Eric
Demaine, de so´lo 21 an˜os de edad, como profesor del MIT en Cambridge, Massachussets.
Del modelo del doblado de papel se pasa a la existencia de dos tipos de l´ıneas, que
corresponden a las crestas y a los valles del doblado, y a unos nuevos axiomas, que
no permiten extender las l´ıneas rectas ni trazar c´ırculos. No se pueden trazar curvas
algebraicas, pero s´ı un muestreo de sus duales, que son las colecciones de sus tangentes.
Se puede trisecar el a´ngulo, luego los axiomas deben ser ma´s fuertes que los de Euclides.
La teor´ıa se puede desligar de los modelos, pero es el vaive´n entre modelos y teor´ıas el
que permite encontrar las nuevas conjeturas y orientar la bu´squeda de demostraciones o
de refutaciones por contraejemplo.
Sobre este tema di un curso de geometr´ıas no euclidianas en la Segunda ELHEM de Cali
en noviembre pasado, basado exclusivamente en una serie de talleres de exploracio´n de
modelos y teor´ıas.
Lo *-lo´gico y lo *-me´trico (la *-log´ıa y la *-metr´ıa)
Adema´s de la distincio´n clara entre modelos y teor´ıas, ya he insinuado en el recuento
histo´rico otra distincio´n clave para lo que podr´ıa ser un Programa de Bogota´ para esa
cronotop´ıa que solemos llamar “geometr´ıa”. Se trata de la distincio´n entre los aspectos
lo´gicos y los aspectos me´tricos de los modelos y teor´ıas cronoto´picos.
Los aspectos lo´gicos son anteriores y necesarios para los aspectos me´tricos, pero los me´tri-
cos no son necesarios para los lo´gicos. Ma´s au´n, el pasar demasiado pronto a los aspectos
me´tricos puede y suele obstaculizar el desarrollo de los aspectos lo´gicos, de suyo ma´s
importantes.
Uno de los problemas con la palabra “geometr´ıa”es que incluye de una vez los aspectos
lo´gicos y los me´tricos en el nombre de la disciplina, tal vez porque la palabra “geolog´ıa”ya
esta´ reservada para las ciencias de la Tierra.
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Volvamos al ejemplo del pensamiento temporal al estilo Federici. Una cosa es el trabajo de
encontrar las relaciones temporales entre dos eventos, que ser´ıa analizar uno de los aspectos
lo´gicos de la estructura del tiempo, o sea “su *-log´ıa”, en este caso “la cronolog´ıa”, y otra
cosa ser´ıa tratar de metrizar la duracio´n de uno de esos eventos o la intervalacio´n entre
el ﬁnal de un evento y el comienzo de otro posterior, que ser´ıa analizar aspectos me´tricos
de la estructura del tiempo, o sea “su *-metr´ıa”, este caso “la cronometr´ıa”.
En el pensamiento espacial, una cosa es el trabajo de producir, comparar, clasiﬁcar y
analizar las propiedades de las l´ıneas y de las ﬁguras puntuales, lineales, regionales, es-
paciales y ojala´ temporoespaciales, que ser´ıa analizar uno de los aspectos lo´gicos de la
estructura del espacio, o sea “su *-log´ıa”, en este caso “la topolog´ıa”en el nuevo sentido
ma´s amplio, y otra cosa ser´ıa tratar de metrizar la distancia entre dos de esos puntos o la
longitud de una de esas l´ıneas o el a´rea de una de esas ﬁguras regionales, etc., que ser´ıa
analizar aspectos me´tricos de la estructura del espacio, o sea “su *-metr´ıa”, este caso “la
topometr´ıa”. La cronotop´ıa se desdobla pues en la cronotopolog´ıa y la cronotopometr´ıa.
Lo *-lo´gico y las reducciones proposicional y
conceptual
Proposiciones y conceptos vs. fo´rmulas y te´rminos
La *-log´ıa de la cronolog´ıa y la topolog´ıa en el sentido amplio en que la propongo no se
reﬁere u´nicamente al estadio ﬁnal de pulimento de una teor´ıa con una axiomatizacio´n y un
despliegue hipote´tico-deductivo, por importante que este estadio sea. La *-log´ıa esta´ ya
desde la visualizacio´n y la corporalizacio´n de los modelos mentales e imaginados a partir
de las experiencias diarias, desde la aprehensio´n que Raymond Duval llama “operatoria”de
lo experimentado o imaginado.
Las primeras proposiciones matema´ticas de Tales, Pita´goras y dema´s geo´metras griegos
antes de Euclides no pueden llamarse propiamente “teoremas”, pues no se deduc´ıan de
unos axiomas o postulados formulados expl´ıcitamente. Eran relaciones matema´ticas, con-
jeturas plausibles derivadas de distintas formas de visualizacio´n, gestualizacio´n, dibujo o
construccio´n meca´nica. No se pod´ıa pues propiamente demostrarlas, sino mostrarlas con
el dibujo y el gesto, el lenguaje y la deixis. Se pod´ıan explicar, relacionar con otras y a lo
ma´s se podr´ıa argumentar a favor o en contra con razones intuitivas, de autoridad, con
ejemplos e inducciones emp´ıricas.
Paralelamente, los te´rminos utilizados en esas proposiciones, relaciones o conjeturas no es-
taban deﬁnidos cuidadosamente, sino que se utilizaban tal como circulaban en los lengua-
jes de la construccio´n, la agricultura y la agrimensura, el comercio, el arte o la religio´n.
La introduccio´n de te´rminos te´cnicos y las deﬁniciones expl´ıcitas de los mismos tuvieron
que venir mucho despue´s.
Desde los tiempos del programa de sistematizacio´n de Euclides, que no parece haber sido
el u´nico que intento´ escribir elementos de geometr´ıa en forma ordenada, este intento de
sistematizacio´n ten´ıa dos aspectos muy diferentes, uno de ellos opacado usualmente por
el e´xito de la axiomatizacio´n del libro primero. El aspecto de recoger, ordenar, comparar
y precisar las proposiciones circulantes, seleccionar las que aparec´ıan ma´s frecuentemente
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en las argumentaciones a favor de otras, empezar a depurar y reordenar esas argumenta-
ciones, era el aspecto proposicional del programa de sistematizacio´n. El aspecto de recoger,
ordenar, comparar y precisar los conceptos y nociones circulantes, seleccionar las que
aparec´ıan ma´s frecuentemente en las proposiciones, empezar a depurar y reordenar esas
nociones y conceptos y a elegir las palabras ma´s apropiadas era el aspecto conceptual del
programa de sistematizacio´n.
Una cosa son las proposiciones y otra sus formulaciones en frases o fo´rmulas sinta´ctica-
mente bien formadas que las representan en el discurso oral o escrito; una cosa son las
nociones y conceptos y otra las palabras o te´rminos bien formados que las representan en
el discurso oral o escrito.
A pesar de todo lo que digan los lingu¨istas y los partidarios de los distintos tipos de
ana´lisis del discurso, en las matema´ticas -y en particular en lo que llamamos “geometr´ıa”-
no se puede trabajar proposicional ni conceptualmente sin frases y palabras, o sea sin
fo´rmulas y te´rminos, pero el peso del trabajo mental es ma´s bien el de encontrar esas
formulaciones en frases o fo´rmulas para las proporciones y en palabras o te´rminos para
los conceptos y no viceversa, aunque sin esa circulacio´n por las frases y palabras no se
podr´ıa avanzar mucho en la conceptualizacio´n y en la teorizacio´n.
Distingamos pues en el programa de sistematizacio´n de lo que llamamos “geometr´ıa”el
aspecto de axiomatizacio´n (para reducir las proposiciones a cadenas que terminen en
axiomas, nociones comunes o postulados) y el aspecto de la deﬁnicionalizacio´n (para
reducir los conceptos a cadenas que terminen en te´rminos no deﬁnidos expl´ıcitamente).
En la sistematizacio´n proposicional el trilema de Mu¨nchhausen es inevitable: si se quiere
sistematizar proposiciones deductivamente, o se sigue un proceso hacia el inﬁnito, o se
cierra un c´ırculo vicioso, o se corta en algu´n punto en proposiciones no demostradas.
En la sistematizacio´n conceptual sucede lo mismo: si se quiere aclarar el sentido de los
conceptos, o se sigue un proceso hacia el inﬁnito, o se cierra un c´ırculo vicioso, o se corta
el proceso en algu´n punto en conceptos no deﬁnidos.
El problema de los axiomas
A pesar de todas las cr´ıticas de los lo´gicos de Proclo a Hilbert, no puede negarse que la
sistematizacio´n proposicional de Euclides que termina en los axiomas o nociones comunes
y en los postulados es uno de los logros ma´s admirables de las matema´ticas.
Ma´s que aprenderse los axiomas o nociones comunes y los postulados, el programa para
la cronotop´ıa propone hacer trabajos locales de sistematizacio´n proposicional y aprender
a hacer las cadenas deductivas, a detectar los nodos y los c´ırculos, a cortar los procesos
que amenazan proliferar hacia el inﬁnito.
Formular posibles postulados alternativos, revisar, reformular, negar, fortalecer o debilitar
los ya formulados es un ejercicio de cronolog´ıa, topolog´ıa y cronotopolog´ıa independiente
de lo me´trico.
Se puede as´ı encontrar una dualidad entre el primer postulado y una forma del quinto
postulado como lo formulo´ Euclides que lleva a la geometr´ıa proyectiva; se puede encontrar
que la geometr´ıa de la esfera con circunferenciasmaximales como rectas s´ı cumple el quinto
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postulado como lo formulo´ Euclides, en contra de todo lo que digan los libros, pero que
no cumple el quinto postulado en la formulacio´n de Playfair, en contra de la aﬁrmacio´n
omnipresente de que ambas formas del quinto postulado son equivalentes.
El problema de las deﬁniciones
El e´xito relativo del programa de sistematizacio´n proposicional de Euclides nos permite
perdonarle el relativo fracaso de su sistematizacio´n conceptual, pero no podemos pasarlo
por alto.
Las deﬁniciones no parecen cumplir los esta´ndares mı´nimos de lo que considerar´ıamos una
buena deﬁnicio´n, ni permiten una seleccio´n clara de los te´rminos primitivos. Parece que
frontera o extremo, dimensio´n o extensio´n, recta o curva, superﬁcie o plano, inclinacio´n
o corte, etc. pudieran ser los candidatos a te´rminos primitivos, pero no es posible ir muy
lejos en este juego deﬁnicional; con perdo´n de Euclides, no perder´ıamos gran cosa si se
hubieran perdido la mayor´ıa o aun todas sus deﬁniciones.
Hilbert cayo´ en la cuenta de la necesidad de hacer el trabajo conceptual para llegar a deﬁni-
ciones que pudieran remplazar sucesivamente los te´rminos encontrados en las fo´rmulas,
hasta que no haya ma´s remedio que cortar el proceso con el mı´nimo nu´mero de te´rminos
no deﬁnidos.
Hilbert llego´ a punto, recta y plano, y es conocida su broma de que podr´ıan cambiarse
por mesa, silla y jarro de cerveza. Le debemos la explicitacio´n de esas hojas del a´rbol
deﬁnicional. Pero podr´ıa considerarse un “lapsus”de Hilbert el que e´l creyera que las
relaciones ba´sicas como la incidencia y la interestancia s´ı adquir´ıan contenido con los
axiomas, sin caer en la cuenta de que lo mismo se podr´ıa decir de los te´rminos no deﬁnidos.
Habr´ıa que continuar el trabajo hilbertiano hasta llegar a las relaciones no deﬁnidas y a
las operaciones o transformaciones no deﬁnidas.
Pero concedamos a Hilbert que el sentido, signiﬁcado o contenido de las relaciones primi-
tivas esta´ dado por los axiomas. Todav´ıa queda otro aspecto para un programa futuro de
lo que hoy llamamos “geometr´ıa”: el ana´lisis de la distancia y la tensio´n entre conceptos
y palabras, tanto para los te´rminos como para las relaciones y las operaciones.
Si la recta es un te´rmino no deﬁnido, ¿que´ es una curva? ¿una l´ınea? ¿esta´ formada de
puntos o no?
Pie´nsese por ejemplo en la deﬁnicio´n de a´ngulo de Hilbert. ¿No es ma´s bien la deﬁnicio´n
de un bila´tero, o sea una ﬁgura formada por dos semirrectas bien conectadas? Pero nadie
ha deﬁnido que´ signiﬁca “bien conectadas”. No se sabe cua´l de los dos a´ngulos queda
deﬁnido por el bila´tero hilbertiano: ¿el ma´s amplio o el menos amplio? ¿Se distingue el
tripunto del trila´tero y de la regio´n triangular o tr´ıgono? Me parece ma´s bien que el
tria´ngulo deber´ıa deﬁnirse como un complejo o ﬁgura compleja compuesta por esos tres
tipos de ﬁguras, la puntual, la lineal y la regional.
Si el c´ırculo es el lugar geome´trico de los puntos del plano equidistantes de uno llamado
“centro”, habr´ıa que conclu´ır que el a´rea del c´ırculo es cero. Si se dice que es la circunfe-
rencia lo que se deﬁne como ese lugar geome´trico y que el c´ırculo es la regio´n encerrada
por la circunferencia, volvemos a la idea de ﬁgura de Euclides, que es so´lo regional y
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acotada. Pero a esa regio´n la llamamos “disco”. El c´ırculo podr´ıa deﬁnirse como la ﬁgura
compleja formada por una ﬁgura regional, el disco y otra lineal, la circunferencia.
¿Por que´ un segmento no es una ﬁgura? ¿o un bila´tero? ¿Es un pol´ıgono la l´ınea quebrada
o la regio´n que encierra? ¿No es ma´s bien el complejo formado por los ve´rtices, los lados
y la regio´n?
He trabajado la deﬁnicio´n de cuadrado en varias formas, para explorar por que´ Euclides
no prueba una proposicio´n I.2 para levantar perpendiculares y luego una proposicio´n
I.3 para levantar cuadrados sobre un segmento dado. Saccheri y Lambert llegaron a dos
cuadrila´teros extran˜os formados por perpendiculares de la misma longitud que el segmento
sobre el que se levantaban y se preguntaron por que´ no se puede garantizar que al cerrarlas
se produzca un cuadrado.
Desarrolle´ una deﬁnicio´n minimal del cuadrado, que llamo “la deﬁnicio´n 4-3-3”: un cuadra-
do es un pol´ıgono de cuatro lados, al menos tres de ellos iguales, que forman al menos dos
a´ngulos rectos.
¿No son superﬂuas la mayor´ıa de las condiciones de las deﬁniciones usuales? ¿O sera´ que
la deﬁnicio´n minimal supone el axioma de las paralelas, o viceversa?
En un futuro programa para lo que solemos llamar “geometr´ıa”, el trabajo de sistemati-
zacio´n deﬁnicional puede empezar desde la educacio´n primaria, ma´s bien que la rutinaria
ensen˜anza de los nombres de las formas y ﬁguras.
Las deﬁniciones taquigra´ﬁcas y las nocionales
Para ello hay que distinguir las deﬁniciones taquigra´ﬁcas, las favoritas de Russell y Hilbert,
que permiten remplazar una frase larga por una ma´s corta o aun por una sola palabra, de
las deﬁniciones nocionales, en donde el trabajo mental trata de pasar de una nocio´n o im-
agen vaga, o como dir´ıa Raymond Duval, de una aprehensio´n perceptual a una operatoria,
para extraer un concepto de esa nocio´n o imagen.
¿Co´mo sabemos que la deﬁnicio´n de a´ngulo de Hilbert es buena o no?
¿Co´mo sabemos si mi deﬁnicio´n 4-3-2 s´ı deﬁne bien el cuadrado o no?
El futuro programa para lo que solemos llamar “geometr´ıa”propone ese trabajo deﬁni-
cional que no trata las deﬁniciones como abreviaturas taquigra´ﬁcas que hay que aprender
de memoria para dar respuestas correctas, sino como desaf´ıos de expresar en palabras,
frases, ı´conos y otros s´ımbolos el producto de un esfuerzo de pensamiento cronoto´pico,
que trata de ir de las nociones a los conceptos, para formular teo´ricamente (en forma
digitalizada) los tres aspectos de los modelos mentales (analo´gicos): los componentales,
los operatorios y los relacionales.
Habr´ıa pues que distinguir conceptos predicativos unarios o mona´dicos, predicativos rela-
cionales binarios o dia´dicos, ternarios o tria´dicos, etc. y conceptos operativos o funcionales,
como lo propuse en un trabajo sobre ese tema publicado en el an˜o 2000 en el libro “Mentes
Reales”, por Botero, Ramos y Rosas.
No pueden pues reducirse los conceptos a su relacio´n con un te´rmino en el sentido estricto
de la palabra como se utiliza en la lo´gica, sino tambie´n a los predicados n-arios y a los
operadores n-arios matema´ticos y a sus combinaciones con predicados y operadores lo´gicos
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para formar otros te´rminos moleculares a partir de te´rminos ato´micos y para constru´ır
fo´rmulas ato´micas y luego fo´rmulas moleculares a partir de esas fo´rmulas ato´micas.
En un programa para lo que ahora llamamos “geometr´ıa”, ese juego de la *-log´ıa del crono-
topo se extender´ıa de la deﬁnicio´n de los te´rminos a la de los predicados y los operadores,
no so´lo para llegar a los primitivos no deﬁnidos sino para llegar a las distintas posibles
deﬁniciones en discursos escritos expl´ıcitamente formulados y regulados por distintos tipos
de sintaxis, de sema´ntica y de pragma´tica.
Lo *-me´trico y el regreso de las magnitudes y la
cantidades
El e´xito del programa anal´ıtico de Descartes para lo que se suele llamar “geometr´ıa”se
debio´ principalmente a la posibilidad de cerrar un ca´lculo de segmentos por medio de la
multiplicacio´n y la divisio´n, las cuales produc´ıan otros segmentos. Esto permitio´ reducir
todas las magnitudes absolutas y relativas unidimensionales a la longitud de un segmento
de recta. Recue´rdese que en Euclides la multiplicacio´n de segmentos produc´ıa un recta´ngu-
lo y que su divisio´n produc´ıa una razo´n, que no era ni recta´ngulo, ni segmento, ni siquiera
nu´mero.
La f´ısica de los siglos siguientes siguio´ tratando separadamente las magnitudes y las can-
tidades de cada magnitud, pero en las matema´ticas el e´xito de la geometr´ıa anal´ıtica hizo
que se distrajera la atencio´n a las distintas magnitudes y al tratamiento de las cantidades
de las mismas.
Sobrevivieron so´lo las distancias y las longitudes, confundidas muchas veces, y las a´reas
y los volu´menes, confundidas con las cabidas y las capacidades y reducidos a productos
de dos o tres longitudes.
Ya a comienzos del Siglo XX Max Wertheimer investigo´ las nociones de a´rea de los estu-
diantes de secundaria y media y encontro´ que no ten´ıan dicha nocio´n, sino que identi-
ﬁcaban las a´reas con ciertas fo´rmulas para calcular las a´reas de tria´ngulos, recta´ngulos
y c´ırculos. Cien an˜os despue´s podr´ıamos encontrar exactamente la misma situacio´n. To-
dav´ıa hoy considerar´ıamos a un estudiante como geome´tricamente competente si se sabe
esas tres fo´rmulas de a´reas, si no confunde el a´rea con el per´ımetro y si puede convertir
metros cuadrados a cent´ımetros cuadrados; lo considerar´ıamos un genio matema´tico en
potencia si se sabe la fo´rmula del a´rea de la esfera, si no confunde el a´rea de una bola
con su volumen, y si cae en la cuenta de que no se pueden convertir metros cuadrados a
cent´ımetros cu´bicos.
En un Programa de Bogota´ para la cronotop´ıa volver´ıamos al estudio ﬁno de las magni-
tudes y las cantidades que propuso incansable e infructuosamente el Dr. Carlo Federici
durante 50 an˜os.
Empezar´ıamos por distinguir el objeto cronoto´pico de sus caracter´ısticas metrizables; para
cada una de ellas precisar´ıamos la magnitud apropiada, distinguir´ıamos entre la cantidad
respectiva como objeto me´trico todav´ıa anume´rico, o sea sin asignarle todav´ıa un nu´mero
como medida, y luego le asignar´ıamos las distintas medidas nume´ricas de esa cantidad
segu´n procedimientos y sistemas me´tricos diferentes, hasta llegar al nu´mero rotulado o
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“nu´mero con letrero”que nos ensen˜o´ Carlo Federici como distinto del nu´mero natural.
As´ı, en las futuras cronometr´ıa y topometr´ıa se tratara´n precisamente las magnitudes, sus
cantidades anume´ricas y sus medidas nume´ricas, las unidades como cantidades anume´ricas
a las que se les asignara´ el nu´mero 1 y no se confundira´n los patrones de medida con
las unidades; el patro´n de medida es un artefacto f´ısico que permita un procedimiento,
mientras que la unidad es una cantidad constru´ıda mentalmente que no tiene materia ni
forma. Por ejemplo, un cent´ımetro cuadrado no es un cuadrito de un cent´ımetro de lado;
eso puede ser un patro´n para medir a´reas por yuxtaposicio´n, pero no es una unidad. El
cent´ımetro cuadrado como unidad no tiene materialidad de papel ni de pla´stico ni tiene
forma cuadrada. Una unidad de a´rea (o de volumen) no tiene forma.
En mis talleres de topometr´ıa he utilizado como unidades el cent´ımetro triangular y el
cent´ımetro circular, que se podr´ıan realizar en patrones como tria´ngulos equila´teros de
un cent´ımetro de lado o como c´ırculos de un cent´ımetro de radio. Pero las unidades
respectivas no tienen forma circular, ni triangular ni cuadrada. Ma´s au´n, si se hace el
ejercicio topome´trico, resulta que la fo´rmula para el a´rea de un tria´ngulo equila´tero de
lado L resulta ser L2 en cent´ımetros triangulares, y la fo´rmula para el a´rea de un c´ırculo
de radio R resulta ser R2 en cent´ımetros circulares. No es raro pues que el a´rea de un
cuadrado de lado L resulte ser L2 en cent´ımetros cuadrados.
En el caso de un segmento de l´ınea recta distinguir´ıamos claramente entre el intervalo
vac´ıo entre sus extremos, que se trabaja como una cantidad de la magnitud distancia,
y el intervalo lleno entre esos mismos extremos, que se trabaja como una cantidad de
la magnitud longitud, y luego buscar´ıamos maneras de medir esas dos cantidades con
distintos procedimientos y distintas unidades tomadas de distintos sistemas me´tricos.
Eso nos permitir´ıa distinguir la magnitud distancia como una magnitud apropiada para los
bipuntos (extendible a la distancia entre un punto y una recta y luego a la distancia entre
dos rectas paralelas) de la magnitud longitud, que es una magnitud acumulativa o integral
apropiada para los caminos o trayectorias, indeﬁnibles sin una intuicio´n temporoespacial
corporalizada. Esta distincio´n es precisamente la que permite deﬁnir lo que es un camino o
trayectoria recta y curva. Ser´ıa recta si la cantidad de la magnitud longitud del segmento
de l´ınea es igual a la cantidad de magnitud distancia correspondiente al bipunto formado
por sus extremos.
Una segmento de recta no es pues “la distancia ma´s corta entre dos puntos”como se
suele decir, sino la trayectoria “ma´s corta”que liga los dos puntos del bipunto de su
frontera, en donde “ma´s corta”signiﬁca que la longitud del segmento o intervalo lleno
es igual a la distancia entre los dos puntos del respectivo intervalo vac´ıo. En el caso
de dimensio´n uno contamos con la garant´ıa de que dos puntos cualesquiera siempre son
colineales. Tres puntos cualesquiera siempre son coplanares, pero no toda frontera de una
regio´n bidimensional tiene todos sus puntos coplanares. Por eso tenemos que proceder
con cuidado para las dimensiones mayores que uno: antes de deﬁnir que´ signﬁca que una
regio´n es plana, tenemos que deﬁnir independientemente que una l´ınea alabeada en el
espacio es coplanar (o que yace en un plano) si al elegir tres puntos cualesquiera sobre esa
l´ınea, todos deﬁnen el mismo plano.
20
Cronotop´ıa: Un “Programa de Bogota´”. . .
El paralelo para las regiones acotadas de una superﬁcie comienza por las siguientes consi-
deraciones: una regio´n acotada tiene un a´rea, que es su 2-volumen; su a´rea es una cantidad
de la magnitud integral relacionada con el 2-intervalo lleno consitu´ıdo por la regio´n entre
todos dos puntos de la l´ınea que constituye su frontera; esa misma frontera, si yace en
un plano, tiene una cabida, que es su 2-capacidad y es una cantidad de la magnitud
relacionada con el 2-intervalo vac´ıo que deﬁne.
Si la regio´n tiene una frontera coplanar, o tiene subregiones que tengan frontera coplanar,
podr´ıamos decir que esa regio´n es plana si el a´rea de la regio´n misma o de cualquier sub-
regio´n incluida en ella que tenga una frontera coplanar es igual a la cabida de su frontera.
Para ello podr´ıamos escoger u´nicamente subregiones circulares o discos suﬁcientemente
pequen˜os para estar contenidos en ella, de tal manera que sus circunferencias sean 1-
esferas coplanares, o buscar intersecciones de la superﬁcie dada con distintos planos, o
cortar la regio´n con 2-esferas que produzcan esas subregiones de frontera coplanar.
El paralelo para las regiones acotadas de un espacio podr´ıa ser el siguiente: una 3-regio´n
acotada del 3-espacio tiene un volumen, que es su 3-volumen y es una cantidad de la
magnitud integral relacionada con el 3-intervalo lleno entre la 2-superﬁcie que constituye
su frontera, y esa misma 2-frontera, si es 3-coplanar, tiene una capacidad, que es su
3-capacidad y es una cantidad de la magnitud relacionada con el 3-intervalo vac´ıo que
deﬁne.
Si la 3-regio´n tiene una 2-frontera 3-coplanar, o tiene subregiones que tengan 2-frontera
3-coplanar, podr´ıamos decir que es 3-plana si el 3-volumen de la 3-regio´n misma o de
cualquier subregio´n incluida en ella que tenga 2-frontera 3-coplanar es igual a la 3-
capacidad de cualquier 2-frontera 3-coplanar de cualquier 3-subregio´n inclu´ıda en ella.
Para ello podr´ıamos escoger u´nicamente subregiones esfe´ricas o 3-bolas suﬁcientemente
pequen˜as para estar contenidas en ella, de tal manera que su frontera sea una 2-esfera que
sea 3-coplanar o buscar intersecciones de la 3-regio´n dada con distintos 3-hiperplanos, o
cortar la 3-regio´n con 3-esferas que produzcan esas subregiones de 2-frontera 3-coplanar.
As´ı, el 3-volumen es el volumen, el 2-volumen es el a´rea y el 1-volumen es la longitud. La
3-capacidad es la capacidad, la 2-capacidad es la cabida y la 1-capacidad es la distancia.
Una 1-regio´n es una l´ınea, y es 1-plana si es recta; una 2-regio´n es una regio´n, y es 2-plana
si es plana. Una 3-regio´n es una 3-regio´n y es 3-plana si es 3-plana. Nuestra terminolog´ıa
se agota all´ı, porque nuestro pensamiento espacial deja de ayudarnos, y necesitamos un
proceso de digitalizacio´n para formular la terminolog´ıa intuitiva y desarrollar una termi-
nolog´ıa te´cnica que parte del pensamiento temporoespacial pero llega a superarlo. Pero
hablar de 3-hiperplanos o n-hiperplanos deja de tener sentido sin ir y volver a las dimen-
siones inferiores que en las que todav´ıa podemos echar mano de los modelos mentales
analo´gicos temporoespaciales.
All´ı se ve claramente que las magnitudes relacionadas con lo lleno son distintas de las
relacionadas con lo vac´ıo. So´lo as´ı podemos entender que´ es una regio´n curvada del espacio,
una curva en el tiempo o una regio´n cronoto´pica curvada, y as´ı podr´ıamos extender las
deﬁniciones respectivas para n-regiones n-curvas con (n− 1)-fronteras n-hiperplanares en
(n+ 1)-hiperplanos, etc.
21
Memorias XVI encuentro de geometr´ıa y IV de aritme´tica
Pero no so´lo se trata de asegurar un punto de partida para la comprensio´n de las teor´ıas
que superan los modelos mentales cronto´picos, ni un refugio seguro para regresar perio´dica-
mente de los viajes hiperespaciales a los que nos lleva la teor´ıa digitalizada. Se trata tam-
bie´n de salvaguardar la fuente de las conjeturas intuitivas, de los “insights”o chispazos
iniciales de los que parten las ideas peregrinas, las relaciones inso´litas o las transforma-
ciones descabelladas que podra´n luego matematizarse en formas nuevas. So´lo as´ı podremos
crear tambie´n en Bogota´ y en Colombia nuevas matema´ticas y desarrollar las existentes
por nuevos caminos.
Ma´s alla´ de la teor´ıa de grupos
Ya hemos visto las mu´ltiples maneras en las que la teor´ıa de grupos se cruza con la
llamada “geometr´ıa”: los grupos del Programa de Erlangen son so´lo una de esas maneras.
Los grupos de transformaciones de las ﬁguras o grupos cristalogra´ﬁcos planos, so´lidos
o hiperso´lidos, los grupos de Lie, los grupos de homotop´ıa, los grupos de homolog´ıa y
cohomolog´ıa son otras. Los grupos de Galois tambie´n sirvieron para estudiar los cuerpos
nume´ricos y hoy d´ıa se consideran tambie´n grupos de Galois generalizados en la geometr´ıa
algebraica hasta llegar al programa geome´trico de Langlands.
Pero tambie´n es necesario ir ma´s alla´ de los grupos o ma´s aca´ de ellos; ma´s aca´, a veces
bastan los semigrupos, los grupoides, los lazos, los cuasigrupos o los pseudogrupos. Ma´s
alla´ tambie´n se consideran los anillos, los cuerpos, los espacios vectoriales y las a´lgebras,
no so´lo las conmutativas ni las asociativas. Las a´lgebras de Lie no son conmutativas: son
anticonmutativas, y las a´lgebras de Cayley y las de Jordan no son asociativas.
El haberse atrevido a ir ma´s alla´ de las estructuras algebraicas usuales hacia los pre-
haces, los haces y, en particular, los topos, los esquemas y otras reﬁnadas construcciones
permitio´ extender el ana´lisis complejo a varias variables y a cuerpos diferentes de los de
caracter´ıstica cero, ligando as´ı lo que llamamos “geometr´ıa”con el a´lgebra abstracta, la
geometr´ıa algebraica, la topolog´ıa algebraica, la geometr´ıa diferencial,la teor´ıa de nu´meros
y otras ramas de las matema´ticas.
Las precategor´ıas y las categor´ıas permitieron extender las conceptualizaciones y las he-
rramientas matema´ticas mucho ma´s alla´ de lo que se pod´ıa imaginar en el Siglo XIX. Hoy
d´ıa podemos decir que un programa para la cronotop´ıa se extiende a explorar modelos y
teor´ıas con todas las herramientas precategoriales o categoriales a nuestra disposicio´n, por
medio de la proyeccio´n functorial de macrosistemas compuestos a su vez por cualquier
clase de sistemas matema´ticos que se quiera estudiar y sus morﬁsmos respectivos, en
otros macrosistemas compuestos por otros tipos de sistemas mejor conocidos hasta ese
momento, con los morﬁsmos apropiados. Este es una especie de “principio de functoriali-
dad generalizado”que llevo´ a la topolog´ıa algebraica y que luego fue tambie´n uno de los
principios rectores del Programa de Langlands, sobre el cual han versado dos de los u´lti-
mos “Premios Nobel de Matema´ticas”: las medallas Fields de 1998 y de 2002 adjudicadas
a Vladimir Drinfeld y a Laurent Laﬀorgue.
As´ı se han logrado las correspondencias ma´s iluminadoras, los grandes teoremas de dua-
lidad y la extensio´n de los sistemas a otros que no eran imaginables cuando Klein proclamo´
su Programa de Erlangen.
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Pongamos so´lo un ejemplo, que podr´ıamos llamar “el Pequen˜o Teorema de Joe Harris”,
tomado del programa de relacionar los grupos de Lie con la geometr´ıa algebraica. Se trata
de una proposicio´n que aparece como una mera observacio´n de pasada dentro de una serie
de ejercicios en la p. 160 del libro de William Fulton y Joe Harris “Representation theory:
A ﬁrst course”(Graduate Texts in Mathematics-Readings in Mathematics GTM RIM 129,
New York, Berlin, etc.: Springer-Verlag, 1991).
Recordemos que en geometr´ıa algebraica la cu´bica retorcida es la cu´bica normal racional en
el espacio proyectivoP3, y tiene su variedad desarrollable tangencial, que resulta de cuarto
grado en P3. La variedad cordal de la cua´rtica normal racional en el espacio proyectivo P4
resulta ser de tercer grado en P4. Eso parec´ıa una coincidencia. Pero despue´s de explicar
la reciprocidad hermitiana, Joe Harris pide al lector probar el isomorﬁsmo de los grupos
de representaciones de simetrizaciones iteradas de ciertos productos tensoriales, y dice as´ı:
“El hecho de que las representaciones Sym3 (Sym4 V) y Sym4 (Sym3 V) contienen ambas
una representacio´n trivial corresponde al hecho de que la variedad desarrollable tangencial
de la cu´bica retorcida en P3 tiene grado 4, mientras que la variedad cordal de la cua´rtica
racional normal en P4 tiene grado 3.”
(“The fact that the representations Sym3 (Sym4 V) and Sym4 (Sym3 V) both contain
a trivial representation corresponds to the fact that the tangential developable of the
twisted cubic in P3 has degree 4, while the chordal variety of the rational normal quartic
in P4 has degree 3.”).
No trato de aparentar que ya comprendo toda la profundidad de esa observacio´n, sobre
la cual he trabajado varios an˜os, sino que mi propo´sito al referirla es insistir en que no
podemos comprender a fondo este tipo de proposiciones altamente abstractas sin ir y
volver desde y hacia las representaciones temporoespaciales de las curvas en el espacio,
de las superﬁcies generadas por las tangentes a esa curva, sin pensar en las cuerdas de
un c´ırculo y las variedades generadas por las cuerdas de una curva en el espacio, y sin
restringir las aﬁrmaciones sobre los espacios proyectivos Pn a la l´ınea al plano proyectivo
real y al 3-espacio proyectivo real, a su vez considerados como espacios formados por haces
de l´ıneas y por cortes de esferas a esos haces. Para decirlo de otra manera, sin partir de
la geometr´ıa algebraica intuitiva al estilo de la escuela italiana, y sin ir y volver a ella
despue´s de los periplos ma´s abstractos, no se esta´n comprendiendo a fondo las fo´rmulas
que se escriben, no se esta´n controlando los resultados de las teor´ıas en modelos mentales,
ni se esta´n encontrando las nuevas conjeturas que se generalizara´n y se demostrara´n ma´s
tarde con las herramientas ma´s abstractas.
Las limitaciones del programa de Erlangen
Podemos ya resumir las principales limitaciones que ten´ıa el Programa de Erlangen, re-
conociendo -por supuesto- que fue un hito admirable en la geometr´ıa de los siglos XIX y
XX y que no se le pod´ıa exigir a Fe´lix Klein que superara esas restricciones en el momento
histo´rico en que lo formulo´.
Su clasiﬁcacio´n de las geometr´ıas no incluye la descomposicio´n de ﬁguras en subﬁguras
para armar rompecabezas con las mismas piezas, por no tratarse de transformaciones
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continuas. El tangram o la extensio´n del Origami cla´sico al que permite cortar el papel o
armar ﬁguras con piezas sueltas, la conservacio´n del a´rea por esos cambios de lugar de las
piezas y la misma exploracio´n iniciada por Hilbert sobre equi-descomponibilidad y equi-
arealidad de ﬁguras, tan cara a Carlo Federici, quedar´ıan por fuera de esta clasiﬁcacio´n.
Ya vimos que ni siquiera las geometr´ıas derivadas del Origami cla´sico, so´lo con doblado
de papel y sin introducir cortes, estar´ıan comprendidas en las geometr´ıas de la escala de
Erlangen.
Este programa tampoco inclu´ıa las geometr´ıas ﬁnitas en las cuales no hay una nocio´n de
continuidad o de metrizacio´n.
No inclu´ıa el estudio del tiempo, ni por la cronolog´ıa ni por la cronometr´ıa, y no se
aplicar´ıa propiamente al cronotopo relativista ni a sus extensiones.
No pod´ıa prever la explosio´n matema´tica derivada de los programas gra´ﬁcos de com-
putacio´n.
No hac´ıa expl´ıcitamente la distincio´n entre teor´ıas y modelos, ni entre los aspectos lo´gicos
y los aspectos me´tricos de cada modelo.
No inclu´ıa las posibles clasiﬁcaciones derivadas de otras estructuras matema´ticas ma´s
fuertes o ma´s de´biles que los grupos, ni el estudio de los espacios por medio de la proyeccio´n
de unas precategor´ıas o categor´ıas a otras con otros tipos de sistemas como objetos y con
los morﬁsmos apropiados.
La cronotop´ıa en la f´ısica
La cronotop´ıa relativista ya no puede llamarse “geometr´ıa”, pues desborda la Tierra y
pretende abarcar el universo, inclu´ıda la dimensio´n temporal.
El intento de Dirac de introducir sus matrices de spin para superar el tratamiento no
relativista del electro´n con la ecuacio´n de Schro¨dinger ha llevado a tratar de aplicar a
la f´ısica cua´ntica y a la relativista el ana´lisis cuaternio´nico como teor´ıa de las funciones
de variable cuaternio´nica, o el ana´lisis hipercomplejo como teor´ıa de las funciones de dos
variables complejas.
El a´lgebra geome´trica o a´lgebra del espacio-tiempo de Hestenes produce un tratamiento
uniﬁcado para todas las ramas de la f´ısica, que incluye los cuaternios y las a´lgebras de
Cliﬀord, las matrices de Dirac y las notaciones de operadores diferenciales libres de coor-
denadas, convirtie´ndose as´ı una notacio´n apropiada para un programa para la cronotop´ıa.
Conceptualmente hablando, la cronotop´ıa permite concebir directamente las vecindades
cronoto´picas del aparato detector y el feno´meno detectado con dimensiones temporoes-
paciales suﬁcientemente amplias para albergar espacialmente tanto al dispositivo como al
feno´meno, y lo suﬁcientemente duraderas temporalmente para permitir un acoplamiento
metaestable que permita producir una lectura. All´ı viven las relaciones de incertidumbre
de Heisenberg.
Ese es el mundo cronoto´pico que vislumbro´ Einstein cuando imaginaba que viajaba mon-
tado en la parte delantera de una locomotora que iba acelerando ma´s alla´ de la velocidad
del sonido, cuando ya e´l dejar´ıa de o´ır el silbato de la locomotora, hasta llegar a la ve-
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locidad de la luz. All´ı se hizo la pregunta crucial que transformar´ıa la f´ısica del Siglo XX:
¿Que´ pasaba con el chorro de luz que emit´ıa el faro delantero de la locomotora?
La reinterpretacio´n del experimento de Michelson-Morley y de las transformaciones de
Lorenz creo´ un nuevo mundo cronoto´pico y dejo´ atra´s las concepciones del e´ter del Siglo
XIX. Pero ese mismo pensamiento cronoto´pico puede reconstru´ır las condensaciones y
rarefacciones del campo como un nuevo tipo de ﬂuido al que no afectan las objeciones de
la concepcio´n mecanicista del e´ter, el protilo, y aplicar la dina´mica generalizada de ﬂuidos
en espacios de n-dimensiones para producir modelos de las part´ıculas elementales y sus
interacciones. Ese programa cronoto´pico, que comenzo´ calladamente en algu´n rinco´n del
ediﬁcio de qu´ımica de la Universidad Nacional de Colombia, puede explicar el e´xito de los
modelos de supercuerdas, aun conjeturando que las 10 dimensiones apropiadas para esos
modelos son simplemente la dimensio´n de las matrices sime´tricas 4x4. Tambie´n aparecen
las 10 dimensiones si se estudian las matrices casi antisime´tricas, que son antisime´tricas
excepto por la diagonal no necesariamente nula, con las cuales se pueden modelar en
el caso 2x2 el campo complejo y en el caso 4x4 el campo cuaternio´nico y la dina´mica
generalizada de ﬂuidos.
Ya la cuantizacio´n llevo´ a reencontrar en la f´ısica del continuo los aspectos granulares
o discretos de la aritme´tica. As´ı, los aspectos lo´gicos y me´tricos se vuelven a encontrar
en una cronotop´ıa integral, volviendo a una especie de programa de la aritmogeometr´ıa
pitago´rica.
Para completar esta inclusio´n de la f´ısica del programa aritmogeome´tico pitago´rico, un
futuro programa para la cronotop´ıa requerira´ el desarrollo de una interpretacio´n granular
o cuantizada de los nu´meros reales y racionales, que se va imponiendo como una necesidad
de la computacio´n electro´nica.
En un computador, por grande y poderoso que sea, hay que limitar el nu´mero de bits
que se pueden asignar a un nu´mero en punto ﬂotante. Supongamos que se le asignan
64 bits; eso quiere decir que la granularidad del sistema nume´rico que puede manejarse
esta´ limitada por 2(−64), aproximadamente 10(−19), y segu´n las unidades que se manejen
para el tiempo y el espacio, por ejemplo los segundos y los metros, eso permitir´ıa ﬁjar la
granularidad de las dimensiones de una vecindad cronoto´pica computable.
As´ı, un nu´mero computable ya no representara´ un punto en la recta real, sino un intervalo
de dia´metro igual a la granularidad del sistema de co´mputo, sin poder ubicar computable-
mente su centro. No habra´ pues singularidades puntuales, as´ı como no hay posibilidad de
tomar una fotograf´ıa de grano ma´s ﬁno que lo que permitan los pixeles de la ca´mara
digital ni de presentarla en pantalla de manera ma´s ﬁna que lo que permita la densidad
en pixeles por pulgada cuadrada que tenga la pantalla.
Esta concepcio´n granular de los nu´meros requerira´ un tipo de ana´lisis granular que se vio
ya forzado por las limitaciones de la computacio´n electro´nica, pero que apenas esta´ en
desarrollo con los aportes del ana´lisis constructivo de Errett Bishop, al que han contribuido
Paul Lorenzen y Douglas Bridges, rescatando muchas ideas del intuicionismo de Brouwer.
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La cronotop´ıa en la computacio´n y en la robo´tica
El poder de la computacio´n electro´nica y las capacidades graﬁcadoras, combinadas con
la velocidad de procesamiento nume´rico y simbo´lico, han requerido un tratamiento nuevo
para simular la tercera dimensio´n en las pantallas. Para ello, de nuevo los cuaternios
de Hamilton renacieron cien an˜os despue´s de su creacio´n para facilitar los ca´lculos de
gra´ﬁcas tridimensionales pasa´ndolos a la cuarta dimensio´n, y las a´lgebras de Cliﬀord y las
de Hestenes permiten tratar directamente los visualizacio´n de muchos aspectos lo´gicos y
me´tricos de la cronotop´ıa de manera impensable hace 20 an˜os.
En una fruct´ıfera interaccio´n entre la visulaizacio´n-corporalizacio´n, la ciencia, la tecnolog´ıa
y las matema´ticas ma´s abstractas, la reﬂexio´n sobre la corporalidad de las nociones tem-
poroespaciales y f´ısicas ha contribu´ıdo tambie´n a la robo´tica, y los progresos de la robo´tica
han contribu´ıdo a la reconceptualizacio´n de la f´ısica y a lo que se suele llamar “geometr´ıa”.
Vuelve la posibilidad de explorar en la topolog´ıa y la topometr´ıa proyectivas, con la
utilizacio´n y la generalizacio´n de la razo´n cruzada. Renacen las propuestas de Desargues
y la razo´n anarmo´nica de Monge, Poncelet y Chasles.
Herramientas tan potentes como la proyeccio´n esterogra´ﬁca y toda una serie de proyec-
ciones que antes requer´ıan meses de trabajo de expertos dibujantes pueden materializarse
en una pantalla a color en segundos, con sombras y brillos que simulan la tercera dimen-
sio´n.
La razo´n cruzada extendida a los nu´meros complejos permitio´ a Klein obtener me´tricas
precisas para los discos de Klein y Poincare´ y la equivalencia de esos modelos puede verse
en pocos segundos de computacio´n, lo que permite inventar otros nuevos.
La visualizacio´n y la corporalizacio´n jugara´n un papel cada vez mayor en el futuro pro-
grama para la cronotop´ıa, con una interaccio´n estrecha entre los progresos tecnolo´gicos en
la graﬁcacio´n computacional y la robo´tica y los progresos conceptuales en la cronotop´ıa.
La cronotop´ıa en la educacio´n y en la investigacio´n
matema´ticas
William Cliﬀord, el creador de las a´lgebras que ahora llevan su nombre, que conﬁguran los
sistemas ba´sicos para comprender los grupos de Lie y han evolucionado hacia un posible
lenguaje universal para las ciencias naturales, dijo un d´ıa a sus estudiantes una frase
que encontre´ en la pa´gina web dedicada al Ca´lculo Geome´trico de David Hestenes y que
traduzco as´ı:
“.,, porque la geometr´ıa, como ustedes saben, es la puerta de entrada a la ciencia, y esa
puerta es tan baja y estrecha que uno so´lo puede entrar por ella como un nin˜o pequen˜o.”
William K. Cliﬀord (1845-1879).
La alusio´n al evangelio es evidente. Los tres sino´pticos traen en distintas variantes el
conocido dicho de Jesu´s de Nazareth (Mateo 18, 3; Marcos 10, 15; Lucas 18, 17). La
versio´n de Mateo se suele traducir as´ı: “En verdad, en verdad os digo, que si no os hace´is
como nin˜os, no entrare´is en el reino de los cielos.”
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Pero hay tambie´n una alusio´n clara al igualmente famoso dicho de Galileo sobre el gran
libro del universo, “que no puede entenderse a menos que uno aprenda primero a compren-
der el lenguaje y a leer el alfabeto en el que esta´ compuesto. Esta´ escrito en el lenguaje
de las matema´ticas.”
Pero Galileo precisa en seguida cua´l es el lenguaje de las matema´ticas y su alfabeto. A
diferencia de lo que nos hacen creer los profesores de a´lgebra y de ca´lculo, no se puede
tratar de esos lenguajes, pues Galileo no los conoc´ıa. No se trata pues de lo que hoy
llamamos “a´lgebra”, ni su alfabeto esta´ formado por nu´meros, letras y otros s´ımbolos
como nos lo han hecho creer, Sigamos leyendo a Galileo: se trata del lenguaje de las
matema´ticas, “cuyos caracteres son tria´ngulos, c´ırculos y otras ﬁguras geome´tricas, sin
las cuales es humanamente imposible comprender una sola palabra”de ese gran libro.
Ese gran libro del universo esta´ pues escrito con las ﬁguras, ı´conos y diagramas tan
vilipendiados por la mal llamada “Matema´tica Moderna”o “Nueva Matema´tica”, y sin la
percepcio´n activa y operatoria de esos productos de nuestra imaginacio´n temporoespacial
no podemos comprenderlo.
En la educacio´n matema´tica el programa para la cronotop´ıa indica la necesidad de superar
la ensen˜anza puramente aritme´tica de la educacio´n primaria, en la que lo que llamamos
“geometr´ıa”se reduce al reconocimiento de ﬁguras, para iniciar desde el comienzo con la
cronotop´ıa sinto´nica con el cuerpo de nin˜os y nin˜as, con la visualizacio´n y el cultivo de
la imaginacio´n temporoespacial y los juegos cronolo´gicos y topolo´gicos de las deﬁniciones
nocionales y la exploracio´n de relaciones y transformaciones, y para avanzar en los juegos
cronome´tricos y topome´tricos con las cantidades anume´ricas de magnitudes diferentes
hasta llegar a los nu´meros rotulados o con letrero.
Los niveles de los esposos van Hiele para el progreso en la comprensio´n de lo que llamamos
“geometr´ıa”reviven tambie´n con este programa, pues ahora se puede precisar el paso de
los primeros niveles de van Hiele a la deduccio´n y al rigor, y aprovechar la exploracio´n libre
y guiada, la generacio´n y puesta a prueba de conjeturas y aun la invencio´n o reinvencio´n
de conceptos y relaciones cronoto´picas y cronolo´gicas con la ayuda de los programas de
computacio´n electro´nica.
En la secundaria se invertir´ıa la relacio´n entre el a´lgebra y lo que llamamos “geometr´ıa”,
pues ahora ser´ıan las conjeturas y problemas de la cronotop´ıa los que exigir´ıan aprender o
inventar notaciones que se comparar´ıan con el a´lgebra de las hojas electro´nicas computa-
cionales y con el a´lgebra usual del bachillerato, ya no como disciplina de las matema´ticas
conceptuales sino como una herramienta ma´s para la expresio´n, la comunicacio´n, la explo-
racio´n y la puesta a prueba de las conjeturas originadas en la visualizacio´n-corporalizacio´n
cronto´pica y la solucio´n de sus problemas lo´gicos y me´tricos. La argumentacio´n a favor o
en contra de las conjeturas, las demostraciones y los contraejempos y la argumentacio´n
a favor o en contra de los argumentos dados remplazar´ıan los procedimientos r´ıgidos de
tratamiento simbo´lico en el tablero o el cuaderno. Los ejercicios de a´lgebra se dejar´ıan
como entretenimiento para aprender a manejar los sistemas de tratamiento simbo´lico
de fo´rmulas y no como objeto directo de ensen˜anza de procedimientos y algoritmos sin
sentido. Ma´s bien que seguir redactando y proponiendo problemas como ejercicios, los
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profesores y estudiantes producir´ıamos problemas como acertijos y desaf´ıos intr´ınsecos
a la cronotop´ıa, o relacionados con las dema´s a´reas curriculares dentro del trabajo por
proyectos integrados de varias a´reas.
En la educacio´n media y posmedia, sea te´cnica, tecnolo´gica, profesional o acade´mica, la
geometr´ıa anal´ıtica, la trigonometr´ıa y el ca´lculo dejar´ıan de ser el ﬁltro y la tortura
para expulsar estudiantes del sistema educativo, para animarlos ma´s bien a continuar el
ciclo de explorar, conceptualizar, conjeturar, poner a prueba las conjeturas, argumentar
a favor o en contra, producir, visualizar, corporalizar y comprobar soluciones a proble-
mas cronoto´picos relacionados con la produccio´n, la profesio´n o la disciplina acade´mica
escogida. En la investigacio´n matema´tica no se proceder´ıa de manera diferente a la que
se iniciar´ıa desde la primaria, la secundaria, la media y la universitaria. Es el mismo ciclo
que parte de la visualizacio´n-corporalizacio´n cronoto´pica, que sigue el proceso de explo-
racio´n, conceptualizacio´n, generacio´n y puesta a prueba de conjeturas, argumentacio´n y
comprobacio´n y termina con la vuelta a la visualizacio´n-corporalizacio´n de las soluciones.
La diferencia estar´ıa en el rigor de la argumentacio´n, en la densidad de la conceptua-
lizacio´n y en el formalismo de la expresio´n. Pero si queremos crear matema´ticas nuevas
en Bogota´, en Colombia, en Latinoame´rica, no podemos esperar a comenzar a hacerlo en
los posgrados, sino que tenemos que comenzar desde nin˜os y volver a hacernos nin˜os para
iniciar y concluir esos ciclos de investigacio´n matema´tica.
El Programa de Bogota´ para la que se suele llamar “geometr´ıa”parte pues de achicarnos
como nin˜os para poder pasar por esa humilde puerta de entrada al universo de las cien-
cias, las artes y las matema´ticas que es nuestra imaginacio´n temporoespacial, corpora-
lizada en nuestros nervios, mu´sculos y huesos (o tal vez so´lo en nuestro sistema nervioso
central), para ejercitar el pensamiento cronoto´pico al comienzo de cualquier aventurado
viaje matema´tico, y nos propone regresar repetidamente a ese lugar privilegiado despue´s
de todos y cada uno de los periplos teo´ricos ma´s abstractos y reﬁnados, para encontrar
all´ı y la satisfaccio´n profunda del “insight”, ese “chispazo”o “bombillazo”que nos da la
intuicio´n cronoto´pica de la coincidencia de un modelo con una teor´ıa y para encontrar
tambie´n all´ı la fuente de las nuevas conjeturas y el punto de partida para otro emocionante
periplo matema´tico.
Nuestra puerta de entrada al universo es ciertamente pequen˜a: es un ı´nﬁmo gusanito
cuadridimensional cuyo hipervolumen es, a lo ma´s, el medio metro cu´bico de nuestro
cuerpo (y tal vez so´lo la mile´sima de metro cu´bico de nuestro cerebro) multiplicado por
la breve duracio´n de nuestra vida.
En una frase en la que resuena la voz de Garc´ıa Ma´rquez, el Programa de Bogota´ para lo
que solemos llamar “geometr´ıa”nos propone no desperdiciar ni una sola de las continuas
oportunidades de vivir esa maravillosa experiencia del pensamiento cronoto´pico desde la
cuna hasta la tumba.
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